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Wstep

Drzewa i drzewa binarne sa nieliniowymi strukturami danych uzywa-
nymi do przechowywania danych uporzadkowanych hierarchicznie.
Nieliniowo$¢ w ich przypadku oznacza, ze kazdy wezel moze mieé co
najwyzej jednego poprzednika, nazywanego rodzicem lub przodkiem
i kilku nastepnikéw, nazywanych potomkamsi. Dla drzew binarnych
liczba potomkéw pojedynczego wezla jest ograniczona do dwoch.
Warto zwréci¢ uwage, ze drzewa binarne i drzewa sa dwoma rézZny-
mi strukturami danych. Sa one takze podklasa grafow, ktére beda
przedmiotem kolejnego wyktadu.

Drzisiejszy wyktad po$wiecony jest drzewom wyszukiwarn binarnych
(ang. binary search trees), ktore w polskiej literaturze informatycz-
nej nazywane sa rowniez drzewami przeszukiwan binarnych lub drze-
wami poszukiwan binarnych. W skrécie mozna je nazywaé¢ BST. Na-
stepne slajdy przedstawiaja kilka definicji zwigzanych z pojeciem
drzewa binarnego i BST.
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Definicje

Drzewo binarne

Drzewo binarne jest skonczonym zbiorem weztéow, ktory albo jest
pusty, albo sklada sie z wezta nazywanego korzeniem i dwéch roz-
tacznych drzew binarnych nazywanych lewym i prawym poddrze-
wem. Jesli te poddrzewa nie sa puste, to ich korzenie nazywamy
odpowiednio lewym potomkiem i prawym potomkiem korzenia, a ko-
rzen nazywamy ich przodkiem. Stopien kazdego wezla (czyli liczba
jego potomkéw) w drzewie binarnym nie przekracza dwa. Wezly
o stopniu réznym od zera, to wezly wewnetrzne, a te o stopniu réw-
nym zero, to liscie. Kazdy wezel ma rowniez wlasnosé, ktéra nazywa
sie poziomem. Poziom korzenia wynosi 0, a poziom kazdego innego
wezla jest o 1 wiekszy od poziomu korzenia w najmniejszym za-
wierajacym go poddrzewie. Wysoko$é drzewa jest o jeden wigksza
od maksymalnego poziomu jego weztéw. Z definicji wynika takze,
ze drzewo binarne jest drzewem plaskim lub drzewem uporzgdkowa-
nym, bo kolejno$¢ jego poddrzew jest istotna.
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Definicje

Drzewo binarne, a drzewo

Drzewo roézni sie od drzewa binarnego tym, ze zawsze zawiera co
najmniej jeden wezel, a stopien kazdego wezta nie jest ograniczony.
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Definicje

Drzewa pelne i zupeine

Jedli drzewo binarne o danej wysokosci zawiera wszystkie mozli-
we wezly, to jest nazywane drzewem pelnym. Jesli drzewo binarne
o danej wysokosci zawiera wszystkie mozliwe wezty, poza kilkoma
o maksymalnym poziomie, to jest to drzewo zupeine.

Drzewo binarne pelne Drzewo binarne zupeine

Warto zauwazy¢, ze w informatyce drzewa sa rysowane korzeniem
do gory.
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Definicje

Drzewo BST

Drzewo wyszukiwan binarnych (BST) jest drzewem binarnym, w kté-
rym kazdy wezel zawiera dang nazywana kluczem, z ktora moze by¢
skojarzona wartosé. Takie drzewo moze postuzy¢ do budowy struk-
tur stownikowych (ang. dictionary), w ktérych klucz identyfikuje
warto$¢. W BST klucze uporzadkowane sa wedlug nastepujacej re-
guly:

Uporzadkowanie kluczy w BST

Niech x bedzie weztem BST. Jedli y jest wezlem znajdujacym sie
w lewym poddrzewie wezla x, to klucz(x) = klucz(y). Jesli y
jest wezlem znajdujacym sie w prawym poddrzewie wezla x, to
klucz(x) < klucz(y).
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Implementacja BST

Implementacja BST

Przedstawimy implementacje BST w postaci dynamicznej struktu-
ry danych, ktoéra zgodna jest z umieszczona na poprzednim slajdzie
definicja. Zrobimy to na przykladzie programu, ktéry tworzy BST
zawierajace jedynie klucze. Prosze zwrdci¢ uwage, ze wspomniana
definicja jest niejednoznaczna. Jedli chcieliby$my na niej oprzeé dzia-
tanie operacji dodajacej wezly do BST, to napotkalibySmy na pro-
blem przy powtarzajacych sie kluczach — czy wezet zawierajacy taki
sam klucz, jak inny, znajdujacy sie juz w drzewie wezel, ma by¢ jego
lewym, czy prawym potomkiem? Dlatego postapimy tak, jak radzi
wiekszo$¢ opracowan na temat BST — stworzymy implementacje,
w ktorej klucze sa unikatowe.
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IS CIISAEYI Ml Typ danych wezta BST

Implementacja BST
Typ danych wezta BST

1 #include<stdio.h>
2 #include<stdlib.h>
3  #include<time.h>

5 struct bst_node

6 {
7 int key;
8 struct bst_node *left_child, *right_child;

9 } *root;
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IS IS RIS TSN T'yp danych wezta BST

Implementacja BST
Typ danych wezta BST

Pliki nagtéwkowe dodane na poczatku programu (wiersze 1-3) do-
starczaja deklaracji funkcji, ktére pozwalaja obstugiwaé standardo-
we wyjscie, zarzadzaé pamiecig na stercie oraz uzywaé generatora
liczb pseudolosowych.

Zwroémy uwage, ze definicja typu danych dla pojedynczego wezta
BST (wiersze 5-6) przypomina podobny element programu, ktory
uzywal listy dwukierunkowej. Zmienilo sie jednak znaczenie skla-
dowych. Pole key stuzy do przechowywania wartosci klucza, ktéry
bedzie liczba catkowita typu int. W wierszu nr 8 zadeklarowano
dwa pola wskaznikowe o nazwach left_child i right_child. Be-
da one przechowywaly adresy lewego i prawego potomka wezta, lub
mialy wartos¢ NuLL, jesli ci potomkowie nie beda istnie¢. Zwroémy
uwage, ze w przypadku, gdy oba te pola maja taka wartosé, to we-
zel jest lisciem. W weztach wewnetrznych co najwyzej tylko jedno

z tych pél moze mie¢ wartos¢ NULL.
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IS CINISIEYI LM Typ danych wezta BST

Implementacja BST
Typ danych wezta BST

W niektérych implementacjach BST wystepuje jeszcze dodatkowe
pole wskaznikowe, zazwyczaj nazywane parent, ktére wskazuje na
przodka danego wezta. Jedynie dla korzenia drzewa to pole ma war-
to$¢ NULL.

W wierszu nr 9, na slajdzie nr 9 zadeklarowana jest zmienna globalna
o nazwie root. Jest to wskaznik, ktory bedzie wskazywal na korzen
BST. Jego warto$¢ poczatkowa wynosi NULL, co réwniez oznacza, ze
BST jest poczatkowo puste.
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B CIISAEYI LMl Dodawanie weztéw do drzewa

Funkcja add_node ()

[un

© 0 N 3 s W N

void add_node(struct bst_node **node, int number)
{
while(*node && (*node)->key != number)
if ((*node)->key > number)
node = &(*node)->left_child;
else
node = &(*node)->right_child;
if (!*node) {
*node = (struct bst_node
— *)malloc(sizeof (struct bst_node));
if (*node) {
(*node) ->key = number;
(*node)->left_child =
— (*node)->right_child = NULL;
}
}
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B CIISAEYI LMl Dodawanie weztéw do drzewa

Funkcja add_node ()

Funkcja add_node () jest odpowiedzialna za dodanie nowego wezta
z okreslonym kluczem do BST. Nie zwraca ona zadnej wartosci, ale
ma dwa parametry. Pierwszy jest wskaznikiem na wskaznik, o na-
zwie node. Argumentem podstawianym za ten parametr jest adres
zmiennej root. Drugim parametrem funkcji jest zmienna typu int,
o nazwie number. Przez ten parametr do funkcji bedzie przekazywa-
ny klucz, ktéry zostanie zapisany w nowym wezle.
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IBN ISRt YA Dodawanie wezléw do drzewa

Funkcja add_node ()

Zadaniem petli while (wiersze 3-7) jest wyszukanie miejsca w BST
dla nowego wezta. Kryterium wyszukiwania jest klucz, ktéry zo-
stanie w nim zapisany. Petla wykonuje sie tak diugo, jak diugo
wskaznik wskazywany przez node nie jest pusty i wezel wskazywany
przez ten wskaznik ma klucz inny, niz ten, ktéry bedzie w nowym
wezle. Jesli oba te warunki sa spelnione, to w ciele petli sprawdza-
ne jest, czy klucz zawarty w wezle wskazywanym przez wskaznik,
ktérego adres znajduje sie w node, jest wiekszy od klucza, ktéry
ma by¢ umieszczony w nowym wezle (wiersz nr 4). Jesli tak, to do
node przypisywany jest adres pola left_child wezta wskazywane-
go przez wskaznik wskazywany przez node (wiersz nr 5). W lewym
poddrzewie sa mniejsze klucze i tam powinien trafi¢ nowy. Jesli zas
warunek z wiersza nr 4 nie jest spetniony, to do node zapisywany jest
adres pola right_child wezla wskazywanego przez wskaznik, kto-
rego adres znajduje sie w node. Oznacza to, ze nowy klucz powinien
sie znalez¢ w prawym poddrzewie, gdzie sa wigksze klucze.
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IBN ISRt YA Dodawanie wezléw do drzewa

Funkcja add_node ()

Po zakoniczeniu petli while funkcja add_node () sprawdza, czy wskaz-
nik wskazywany przez node jest pusty (wiersz nr 8). Jedli nie, to be-
dzie to znaczyto, ze petla zlokalizowala wezel posiadajacy taki sam,
klucz, jaki jest zawarty w parametrze number, a poniewaz przyjeli-
Smy, ze klucze w BST nie beda sie powtarza¢, to add_node () zakon-
czy dzialanie, nie podejmujac zadnych dalszych dziatan. Jesli jednak
ten warunek jest spetniony, to ta funkcja sprobuje przydzieli¢ pa-
mieé na nowy wezel (wiersz nr 9) i jesli sie to powiedzie, co jest
sprawdzane w wierszu nr 10, to zapisze do nowego wezta klucz za-
warty w parametrze number (wiersz nr 11) i zainicjuje oba jego pola
wskaznikowe wartoscia NULL (wiersz nr 12).

Zwréémy uwage, ze jesli petla while od razu sie zatrzyma, to bedzie
to oznaczalo, ze drzewo jest puste i add_node () doda pierwszy wezel
do BsT. Jedli jednak petla wykona kilka iteracji i zakonczy sie, gdy
wyrazenie *node bedzie falszywe, to bedzie to znaczylo, ze node
zawiera adres jednego z pol wskaznikowych wezta, ktory powinien
by¢ przodkiem nowego. 1562



B CIISAEYI LMl Dodawanie weztéw do drzewa

Dodawanie weztow do BST

Nastepny slajd zawiera animacje, ktéra schematycznie pokazuje ope-
racje dodawania do BST weztow, ktorych klucze maja nastepujaca
kolejnosé: 4, 2, 1, 3, 5.
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B CIISAEYI LMl Dodawanie weztéw do drzewa

Dodawanie weztow do BST
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B CIISAEYI LMl Dodawanie weztéw do drzewa

Dodawanie weztow do BST
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B CIISAEYI LMl Dodawanie weztéw do drzewa

Dodawanie weztow do BST
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B CIISAEYI LMl Dodawanie weztéw do drzewa

Dodawanie weztow do BST
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B CIISAEYI LMl Dodawanie weztéw do drzewa

Dodawanie weztow do BST
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B CIISAEYI LMl Dodawanie weztéw do drzewa

Dodawanie weztow do BST
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IS CINISNEYI Ml Przechodzenie drzewa binarnego

Przechodzenie drzewa binarnego

Istnieja trzy algorytmy rekurencyjne, wedtug ktérych realizowane
jest odwiedzanie kolejnych poddrzew i w konsekwencji weztéw drze-
wa. S3 to:

@ przechodzenie w porzadku inorder, nazywanym inaczej porzad-
kiem wrostkowym,

@ przechodzenie w porzadku preorder, nazywanym inaczej po-
rzadkiem przedrostkowym,

© przechodzenie w porzadku postorder, nazywanym inaczej po-
rzadkiem przyrostkowym.

We wszystkich tych algorytmach wzgledna kolejnos¢ odwiedzania
poddrzew jest nastepujaca: najpierw lewe poddrzewo, a nastepnie
prawe. Wymienione algorytmy stanowia podstawe do opracowania
innych algorytméw dotyczacych drzew binarnych, w tym BST. Wszyst-
kie z nich najproéciej jest zaimplementowaé przy uzyciu funkcji re-
kurencyjnych.
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IS CINISNEYI Ml Przechodzenie drzewa binarnego

Przechodzenie drzewa binarnego

Porzadek inorder

Algorytm przechodzenia drzewa binarnego w porzadku inorder jest
nastepujacy:

@ odwiedz lewe poddrzewo,

© odwiedz korzen,

© odwiedZ prawe poddrzewo.

Nastepny slajd zawiera ilustracje przyktadowego BST i wynik dziata-
nia funkcji, ktéra korzystajac z algorytmu przechodzenia w porzadku
inorder wypisuje klucze na ekranie.
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IS CINISNEYI Ml Przechodzenie drzewa binarnego

Przechodzenie drzewa

Porzadek inorder

Wynik
1,2,3,4,5
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IS CINISNEYI Ml Przechodzenie drzewa binarnego

Funkcja print_bst_inorder ()

1 void print_bst_inorder(struct bst_node *node)

2 {

3 if (node) {

4 print_bst_inorder (node->left_child);
5 printf ("%4d ",node->key);

6 print_bst_inorder (node->right_child);
7 }

s X
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BN IS eSS AN Przechodzenie drzewa binarnego

Funkcja print_bst_inorder ()

Poprzedni slajd zawiera definicje funkcji print_bst_inorder (), kto-
ra uzywajac algorytmu przechodzenia BST w porzadku inorder wy-
pisuje zawarte w tym drzewie klucze na ekranie. Nie zwraca ona
zadnej wartoéci, ale posiada parameter node bedacy wskaznikiem
na wezel drzewa. Argumentem dla tej funkcji bedzie adres korzenia
drzewa.

W ciele funkcji sprawdzane jest najpierw, czy node nie jest wskaz-
nikiem pustym (wiersz nr 3). Jedli ten warunek jest spelniony, to
funkcja wywotuje sie rekurencyjnie dla lewego potomka wezta wska-
zywanego przez node i w konsekwencji dla catego poddrzewa z nim
zwiazanego (wiersz nr 4). Po powrocie z tego wywolania rekurencyj-
nego funkcja wypisuje na ekranie klucz wezta wskazywanego przez
node (wiersz nr 5) i ponownie wywoluje sie rekurencyjnie (wiersz
nr 6), ale tym razem dla prawego potomka wezla wskazywanego
przez node i zwiazanego z nim poddrzewa.
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IS CINISNEYI Ml Przechodzenie drzewa binarnego

Funkcja print_bst_inorder ()

Warto dodaé, ze wywotania rekurencyjne konczg sie, gdy funkcja
zostanie wywotana rekurencyjnie dla nieistniejacego wezta. W ta-
kim przypadku warunek w wierszu nr 3 nie bedzie spelniony i ta
instancja funkcji si¢ zakonczy, a sterowanie wroci do wczesniejszej
instancji.
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IS CINISNEYI Ml Przechodzenie drzewa binarnego

Przechodzenie drzewa binarnego
Porzadek preorder

Algorytm przechodzenia drzewa binarnego w porzadku preorder jest
nastepujacy:

Q@ odwiedz korzen,

@ odwiedZ lewe poddrzewo,

@ odwiedz prawe poddrzewo.
Réznica miedzy nim, a inorder polega na tym, ze korzen jest od-
wiedzany w nim na poczatku, a dopiero potem poddrzewa. Kolejny
slajd zawiera ilustracje z przykladowym BST i wynik dziatania funk-

cji, ktora korzystajac z tego algorytmu wypisuje na ekranie klucze
zawarte we wspomnianym drzewie.
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IS CINISNEYI Ml Przechodzenie drzewa binarnego

Przechodzenie drzewa
Porzadek preorder

Wynik
4,2, 1,3,5
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IS CINISNEYI Ml Przechodzenie drzewa binarnego

Funkcja print_bst_preorder ()

1 void print_bst_preorder(struct bst_node *node)

2 {

3 if (node) {

1 printf ("%4d ",node->key) ;

5 print_bst_preorder(node->left_child);
6 print_bst_preorder (node->right_child);
7 }

s X
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IS CINISNEYI Ml Przechodzenie drzewa binarnego

Funkcja print_bst_preorder ()

Funkcja print_bst_preorder() jest bardzo podobna do funkcji
print_bst_inorder (). Jedyne dwie réznice miedzy nimi, to na-
zwa oraz to, ze wywolania rekurencyjne tej pierwszej (wiersze 5-6)
nastepuja po wypisaniu klucza wezta biezaco wskazywanego przez
node (wiersz nr 4).
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IS CINISNEYI Ml Przechodzenie drzewa binarnego

Przechodzenie drzewa binarnego
Porzadek postorder

Algorytm przechodzenia drzewa binarnego w porzadku postorder
jest nastepujacy:

@ odwiedz lewe poddrzewo,

@ odwiedz prawe poddrzewo,

@ odwiedZ korzen.
Roéznica miedzy nim, a poprzednimi polega na tym, ze najpierw
odwiedzane sa oba poddrzewa (najpierw lewe, potem prawe), a na
koncu korzen. Kolejny slajd zawiera ilustracje z przykltadowym BST
i wynik dzialania funkcji, ktéra korzystajac z opisanego algorytmu
wypisuje na ekranie klucze zawarte we wspomnianym drzewie.
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Przechodzenie drzewa
Porzadek postorder

Wynik
1,3,2,5,4
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IS CINISNEYI Ml Przechodzenie drzewa binarnego

Funkcja print_bst_postorder ()

1 void print_bst_postorder(struct bst_node *node)

2 {

3 if (node) {

4 print_bst_postorder(node->left_child);
5 print_bst_postorder(node->right_child);
6 printf ("%4d ",node->key);

7 }

s X
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IS CINISNEYI Ml Przechodzenie drzewa binarnego

Funkcja print_bst_preorder ()

Funkcja print_bst_postorder () jest rowniez bardzo podobna do
dwoch zaprezentowanych wezesniej. Tutaj réznice réwniez sa w na-
zwie, oraz w tym, ze funkcja wywoluje sie rekurencyjnie dla potom-
kéw wezta wskazywanego przez node (wiersze 4-5), zanim wypisze
klucz zapisany w tym wezle.

31/62



18I CIOTSINEYI SN Liczenie weztéw

Liczba weztéw w BST

Wypisywanie na ekranie kluczy zawartych w drzewie, to nie jedyne
zastosowanie algorytmoéw przechodzenia drzewa. Zastandéwmy sie jak
policzy¢ ile weztéw jest w BST. Okazuje sie, ze pomdc nam moze
metoda dziel i zwyciezaj:
o jesli drzewo jest puste, to liczba jego wezldow wynosi zero,
o jesli drzewo nie jest puste, to liczba jego wezléw jest réwna licz-
bie weztéw w jego lewym poddrzewie, korzeniowi (jeden wezet)
i liczbie weztow w jego prawym poddrzewie.
Zwroémy uwage, ze ostatni podpunkt odpowiada algorytmowi prze-
chodzenia drzewa w porzadku inorder, ale poniewaz dodawanie jest
przemienne, to mozemy zastosowa¢ dowolny z opisanych porzadkow.
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18I CIOTSINEYI SN Liczenie weztéw

Funkcja count_nodes()

1 unsigned int count_nodes(struct bst_node *node)

2 {

3 if (node)

4 return count_nodes(node->left_child) +
~ 1 + count_nodes(node->right_child);

5 else

6 return O;

7}
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18I CIOTSINEYI SN Liczenie weztéw

Funkcja count nodes()

Zaprezentowana na poprzednim slajdzie funkcja wylicza liczbe we-
ztéw BST uzywajac algorytmu opisanego na slajdzie nr 32. Zwraca
ona warto$¢ typu unsigned int (liczba weztdéw zawsze jest liczba
naturalna), a jako argument przyjmuje adres korzenia BST.
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Funkcje find minimum() i find maximum()

1 struct bst_node *find_minimum(struct bst_node *node)

2 {

3 while(node && node->left_child)
4 node = node->left_child;
5 return node;

6 X

g8 struct bst_node *find maximum(struct bst_node *node)

o {

10 while(node && node->right_child)
11 node = node->right_child;
12 return node;

13 }
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Implementacja BST Minimalny i maksymalny klucz

Funkcje find minimum() i find maximum()

Zlokalizowanie w BST wezla o najmniejszym kluczu jest proste. To
skrajnie lewy wezel. Podobnie jest ze znalezieniem wezta o najwick-
szym kluczu — to skrajnie prawy wezel. Pierwsza z zaprezentowa-
nych funkcji wyszukuje wezel o najmniejszym kluczu i zwraca jego
adres. Jako argument przyjmuje przez parameter node adres korze-
nia BST. Zawarta w niej petla while sprawdza, czy parameter node
nie jest wskaznikiem pustym i czy pole left_child wezla przez ten
parameter wskazywanego, tez nie ma wartosci NULL (wiersz nr 3). Je-
§li oba wyrazenia sa prawdziwe, to do node jest przypisywany adres
zawarty we wspomnianym polu (wiersz nr 4), czyli po wykonaniu
tej instrukcji node bedzie wskazywal lewego potomka tego wezta.
Petla zakonczy sie, gdy znajdzie wezel, ktory nie bedzie mial lewego
potomka. Fukcja find_minimum() zwrdci jego adres, bo bedzie to
skrajnie lewy wezel BST (wiersz nr 5). Zwr6émy uwage, ze moze ona
zwrocié NULL tylko w jednym przypadku — gdy zostanie wywotana

dla pustego BST.
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BT CIISAEYGEN:CAMl Minimalny i maksymalny klucz

Funkcje find minimum() i find maximum()

Funkcja find_maximum() dziata podobnie, ale w petli while spraw-
dza, czy wezel potencjalnie wskazywany przez node ma pole wskaz-
nikowe right_child, ktore nie jest pustym wskaznikiem. Jedli tak
jest, to w wierszu nr 11 przypisuje do node adres przechowywany
w tym polu. Po zakonczeniu petli funkcja zwraca adres wezta wska-
zywanego przez node, gdyz jest to adres skrajnie prawego wezta BST,
ktory zawiera maksymalny klucz.
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Funkcja locate ()

1 struct bst_node *locate(struct bst_node *node, int
< number)

2 {

3 while(node && node->key != number)

1 if (node->key > number)

5 node = node->left_child;
6 else

7 node = node->right_child;
8 return node;

o }
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Funkcja locate ()

Zadaniem funkcji locate () jest odnalezienie wezta o zadanym klu-
czu. Ten klucz jest przekazywany do niej przez parameter number,
natomiast adres korzenia BST podstawiany jest pod parameter node.
Funkcja zwraca adres znalezionego wezta lub wartosé nurL, jesli
ten wezel nie istnieje. Prosze zwréci¢ uwage na podobienstwo pe-
tli while zawartej w tej funkeji (wiersze 3-7), do analogicznej pe-
tli z funkcji add_node (). Tym razem jednak ta petla postuguje sie
wskaznikiem pierwszego poziomu. Jesli ten wskaznik nie jest pusty
i wskazuje on na wezel, ktory nie zawiera szukanego klucza (wiersz
nr 3), to funkcja sprawdza (wiersz nr 4), czy klucz zawarty w tym
wezle jest wiekszy od poszukiwanego. Jesli tak, to w node zapisywa-
ny jest adres lewego potomka wezla (lub NULL jesli on nie istnieje),
a w przeciwnym przypadku zapisywany jest adres prawego potomka
(lub NuLL jesli on nie istnieje). Po zakoniczeniu petli warto$é wskaz-
nika node jest zwracana przez funkcje.
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Wyszukiwanie wezta o zadanym kluczu
Efektywnosé

Zaleta BST jest czas wyszukiwania wezla o zadanym kluczu, ktéry
jest proporcjonalny do wysokoéci tego drzewa. Jesli ksztalt BST jest
zblizony lub taki sam jak ksztalt pelnego drzewa binarnego, to jego
wysoko$é mozna wyliczy¢ ze wzoru loge(n), gdzie n oznacza liczbe
wszystkich weztéw BST.
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Funkcja remove bst _nodes ()

1 void remove_bst_nodes(struct bst_node **node)

2 o

3 if (*node) {

4 remove_bst nodes (& (*node)->left child);
5 remove_bst_nodes (&(*node)->right_child);
6 free(*node) ;

7 *node=NULL;

8 }

o X
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Funkcja remove bst nodes()

Funkcja usuwajaca wszystkie wezly drzewa binarnego dziata zgod-
nie z algorytmem przechodzenia BST w porzadku postorder, bo tylko
on gwarantuje, ze usuwanie rozpocznie si¢ od lidci. Dzieki temu nie
ma niebezpieczenstwa, ze do rekurencyjnych wywotan funkcji beda
przekazane adresy nieistniejacych p6l. Nalezy réwniez zadbaé o to,
aby we wskazniku korzenia drzewa znalazla sie warto$¢ NULL po
zakonczeniu dziatania tej funkcji. Stad w wierszu nr 8 funkcja przy-
pisuje te wartos¢ do zdereferencjonowanego wskaznika node. Taki
zapis powoduje takze, ze ta wartos¢ jest przypisywana wszystkim
polom wskaznikowym wezla, przed jego usunieciem, a ostatecznie
zostanie przypisana takze wskaznikowi root.
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Usuwanie wezta z BST

Celem operacji usuniecia wezlta z BST jest tak naprawde pozbycie sie z tej
struktury danych okreslonego klucza. Wbrew pozorom jest to skompliko-
wana czynnosé. Funkcja, ktora ja implementuje musi uwzgledniaé cztery
przypadki:

@ nie ma wezta o zadanym kluczu — ta sytuacja zazwyczaj nie wymaga
dodatkowych dziatan,

@ usuwany wezel nie ma potomkéw — wezel mozna usunad, ale nalezy
pamietaé, aby odpowiedni wskaznik w jego przodku ustawié na war-
tos¢ NULL; jeSli jest on lewym potomkiem swojego przodka, to nalezy
te warto$¢ nadaé polu left_child przodka, w przeciwnym razie, polu
right_child,

@ usuwany wezel posiada jednego potomka — nalezy przed usunigciem
tego wezta zapisaé adres jego potomka w odpowiednim polu wskaz-
nikowym przodka usuwanego wezla, wedlug metody opisanej w po-
przednim punkcie,

@ usuwany wezel ma dwéch potomkéw — jest to najtrudniejsza sytu-
acja; takiego wezla nie mozna po prostu usunaé; nalezy znalezé inny
wezel w BST, ktory zostanie usunigty w jego zastepstwie. 43 /62
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Usuwanie wezta z BST

Wspomniany w ostatnim punkcie na poprzednim slajdzie inny we-
zel, to wezel bedacy nastepnikiem lub poprzednikiem tego, ktérego
pierwotnie miata dotyczyé¢ operacja usuwania. Nastepnik, to wezet
posiadajacy klucz bezposrednio wigkszy od klucza zawartego w ory-
ginalnym wezle. Poprzednik zawiera zas klucz bezpoérednio mniejszy
od tego, ktory stanowi kryterium usuniecia. Poprzednikiem danego
wezla jest skrajnie prawy wezel w jego lewym poddrzewie, za$ na-
stepnikiem skrajnie lewy wezel w prawym poddrzewie. Przed usu-
nieciem nalezy klucz z poprzednika/nastepnika przeniesé do wezla,
ktory oryginalnie miat by¢ usuniety.

W implementacji, ktéra zostanie zaprezentowana usuwany bedzie
poprzednik wezta posiadajacego dwdch potomkdw. Opis usuwania
wezla z drzewa rozpoczniemy od funkcji, ktérej zadaniem bedzie wy-
izolowanie poprzednika wezta z drzewa. Nastepnie opisana zostanie
funkcja implementujaca obstuge wszystkich wymienionych wczesniej
przypadkéw.
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Funkcja isolate_predecessor ()

1 struct bst_node *isolate_predecessor(struct bst_node
< *xxnode)

2 {

3 while ((*node)->right_child)

4 node = &(*node)->right_child;
5 struct bst_node *predecessor = *node;
6 *node = (*node)->left_child;

7 return predecessor;

s}
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Funkcja isolate_predecessor ()

Funkcja ta zwraca adres poprzednika wezta przeznaczonego do usu-
niecia. Jest ona wywolywana wyltacznie z poziomu funkcji usuwa-
jacej wezet z BST, wtedy i tylko wtedy, gdy powinien by¢ usuniety
wezel posiadajacy dwoch potomkéw. Jako argument jej wywotania
jest przekazywany adres wskaznika na lewego potomka (korzen le-
wego poddrzewa) wezla do usuniecia. W petli while (wiersze 3—4)
funkcja przeszukuje lewe poddrzewo tego wezta kierujac sie w pra-
wa strone, az znajdzie skrajnie prawy wezel tego poddrzewa. Pro-
sze zwrdci¢ uwage, na sposob uzycia w niej wskaznika na wskaznik
node. W kazdej iteracji petli zapisywany jest do niego adres po-
la, w ktorym przechowywany jest adres prawego potomka biezaco
wskazywanego wezla. Petla zakonczy sie po znalezieniu wezta, kto-
ry nie ma prawego potomka. Po znalezieniu poprzednika usuwanego
wezta funkcja zapamietuje jego adres w zmiennej lokalnej o nazwie
predecessor (wiersz nr 5). Nastepnie, zapisuje ona adres znajduja-
cy sie w jego polu left_child w zmiennej wskazywanej przez node

(wiersz nr 6). 16 /62
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Funkcja isolate_predecessor ()

Poprzednik na pewno nie ma prawego potomka, ale moze mie¢ lewe-
go. Jesli ten potomek istnieje, to jego adres zostanie zapisany w polu
wskaznikowym rodzica poprzednika, ktore do tej pory wskazywato
na niego. Dzieki temu lewy potomek poprzednika nie zostanie utra-
cony, by¢ moze wraz z calym swoim poddrzewem. Jesli ten potomek
jednak nie istnieje, to w polu wskaznikowym przodka poprzednika
zostanie zapisana warto$¢ NULL, to takze bedzie prawidtowe — po
usunieciu poprzednika jego rodzic nie bedzie mial tego potomka.
Po odlaczeniu poprzednika z BST funkcja isolate_predecessor ()
zwraca jego adres i konczy dziatanie (wiersz nr 7).
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Funkcja delete node ()

1 void delete_node(struct bst_node **node, int number)
2 {
3 while(*node && (*node)->key != number)
4 if ((*node)->key > number)
5 node = &(*node)->left_child;
6 else
7 node = &(*node)->right_child;
8 if (*node) {
9 struct bst_node *node_to_delete = *node;
10 if ('node_to_delete->left_child)
11 *node = (*node)->right_child;
12 else if(!node_to_delete->right_child)
13 *node = (*node)->left_child;
14 else {
15 node_to_delete =
— 1isolate_predecessor(&(*node)->left_child);
16 (*node) ->key = node_to_delete->key;
17 ¥
18 free(node_to_delete);
19 }
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Funkcja delete node ()

Funkcja delete_node () jest odpowiedzialna za usuniecie z BST we-
zla o okreslonym kluczu. Nie zwraca ona zadnej wartoéci, a jako
argumenty przyjmuje adres wskaznika na korzeri BST (przez pierw-
szy argument) oraz klucz, ktéry ma mie¢ wezel do usuniecia (drugi
parameter). Prosze zwréci¢ uwage, ze petla while (wiersze 3-7) jest
dokladnie taka sama jak w funkcji add_node(). Ma ona tez takie
samo zadanie — zlokalizowaé wezet o zadanym kluczu. Jednakze, po
jej zakonczeniu, w wierszu nr 8 funkcja delete_node(), w przeci-
wienstwie do add_node (), sprawdza czy ten wezet istnieje. Jesli nie,
to konczy zadanie — w BST nie ma wezla o zadanym kluczu i ni-
czego nie trzeba usuwac. Jedli jednak taki wezet istnieje, to funkcja
zapamietuje w zmienne lokalnej node_to_delete jego adres (wiersz
nr 9), a nastepnie sprawdza, czy nie istnieje jego lewy potomek
(wiersz nr 10). Jedli ten ostatni warunek jest spelniony, to moze
istnieé jeszcze jego prawy potomek, dlatego delete_node () przypi-
suje do wskaznika wskazywanego przez node adres przechowywany
w polu right_child wezta do usuniecia (wiersz nr 11). 49/62
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Funkcja delete node ()

W ten sposéb odpowiednie pole wskaznikowe jego rodzica (jesli ma
on rodzica) zacznie wskazywaé na tego potomka. Jesli jednak ten
potomek w ogdle nie istnial, to odpowiednie pole wskaznikowe rodzi-
ca wezta do usuniecia uzyska warto$¢ NuLL, ktéra w tym przypadku
tez jest prawidlowa — rodzic po usunieciu wezta z poszukiwanym
kluczem nie bedzie mial juz tego potomka.

Jedli warunek w wierszu nr 10 nie byt spetniony, to funkcja spraw-
dza warunek w wierszu nr 12, czyli czy nie istnieje prawy potomek
wezta do usunigcia. Jesli ten warunek jest spelniony, to wiadomo, ze
na pewno istnieje jego lewy potomek (bo nie byt spelniony warunek
w wierszu nr 10). W zwiazku z tym funkcja delete_node() zapi-
suje we wskazniku, wskazywanym przez node, adres tego potomka
(wiersz nr 13).

Jesli oba warunki z wierszy nr 10 i 12 nie sa spelnione, to oznacza,
ze wezel do usuniecia ma dwoch potomkdéw. W takim przypadku
musi go zastapi¢ jego poprzednik.
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Funkcja delete node ()

Dlatego w wierszu nr 15 funkcja delete_node () wywoluje funkcje
isolate_predecessor (), przekazujac jej jako argument wywolania
adres pola left_child wezta, ktéry oryginalnie mial zosta¢ usuniety
i zapisujac jej wynik we wskazniku node_to_delete (wiersz nr 15).
Tym wynikiem jest adres poprzednika wezla do usuniecia. Nastepnie
klucz z poprzednika zapisywany jest w wezle, ktory oryginalnie miat
zostaé usuniety (wiersz nr 16).

Niezaleznie, ktory z opisanych przypadkow wystapi, delete_node ()
wywoluje free() dla wezla wskazywanego przez node_to_delete
i konczy dziatanie.

Nastepny slajd ilustruje prosty przypadek usuwania klucza, ktory
znajduje sie w wezle posiadajacym dwdoch potomkow.
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Usuwanie klucza zapisanego w wezle z dwoma
potomkami

’ node H roiot ‘
(4)
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Usuwanie klucza zapisanego w wezle z dwoma
potomkami

’node%{rj?t‘
(4)

OEENNC
OO

’node_to_delete‘
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Usuwanie klucza zapisanego w wezle z dwoma
potomkami

’node%{rj?t‘
(3)

OEENNC
OO

’node_to_delete‘
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Usuwanie klucza zapisanego w wezle z dwoma
potomkami
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Funkcja main()

Czesé pierwsza

1 int main(void)

2 {

3 srand(time(0));

4 for(int i=0;i<10;i++)

5 add_node (&root, -10 + rand() % 21);

6 printf("Liczba weztdw w drzewie wyszukiwan binarnych:
— %u\n", count_nodes(root));

7 print_bst_inorder(root);

8 puts("");

9 print_bst_preorder(root);

10 puts("");

11 print_bst_postorder(root) ;

12 puts("");
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Funkcja main ()

Czes¢é pierwsza

Na poczatku funkcji main() inicjowany jest generator liczb pseudo-
losowych (wiersz nr 3), a nastepnie w petli for nastepuje préba do-
dania do drzewa 10 weztéw, ktorych klucze sa liczbami catkowitymi
losowanymi z przedziatu [—10, 10] (wiersze 4-5). Potem, w wierszu
nr 6 wypisywana jest na ekranie liczba weztéw w BST, uzyskana dzie-
ki funkcji count_nodes(). W kolejnych wierszach uruchamiane sa
funkcje, ktore wypisuja klucze przechowywane w BST w porzadku,
odpowiednio, inorder, preorder i postorder. Prosze zwrdcié uwage, ze
po kazdym z tych wywolan uruchamiana jest funkcja puts() celem
przeniesienia kursora do nastepnego wiersza na ekranie.
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Funkcja main()
Czesé druga

1 if (root) {
2 printf ("Minimum: %d\n",
— find_minimum(root)->key);
3 printf ("Maximum: %d\n",
- find_maximum(root)->key) ;
4 }
5 int number_to_delete = -10+rand()721;
6 printf("Liczba do usuniecia: %d\n",
< number_to_delete);
7 struct bst_node *result = locate(root,
< number_to_delete);
8 if (result)
9 printf("Liczba znajduje sie w drzewie
— wyszukiwad binarnych: %d\n", result->key);
10 else
11 puts("Liczby nie ma w drzewie wyszukiwan

< binarnych.");
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Funkcja main ()
Czesé druga

W funkcji main() uruchamiane sa takze funkcje wyszukujace we-
zly o najwigkszym i najmniejszym kluczu (wiersze 1-4). Poniewaz
zwracajg one warto$¢ NULL tylko wtedy, gdy zostana wywolane dla
psutego drzewa, to w wierszu nr 1 main() sprawdza, czy to drzewo
nie jest puste. Jesli warunek jest spelniony, to wskazniki zwracane
przez te funkcje moga zosta¢ od razu zdereferencjonowane i dzieki
temu bezposrednio mozna odczytaé klucze przechowywane w we-
zlach przez nie wskazywanych (wiersze nr 2 i 3). Potem funkcja
main() losuje klucz do usuniegcia, ktéry zapisuje w zmiennej lokalnej
number_to_delete (wiersz nr 6). Ta liczba jest nastepnie wypisy-
wane na ekranie i uruchamiana jest funkcja locate (), ktora stara
sie znalez¢ wezel zawierajacy taki klucz (wiersz nr 7). Jej wynik za-
pisywany jest w lokalnym wskazniku result. Program sprawdza,
czy nie jest on pusty (wiersz nr 8) i jesli tak jest, to na potwierdze-
nie wypisuje klucz z wezta przez niego wskazywanego, a jesli nie, to

stosowany komunikat. 56,62
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Funkcja main()

Czesé trzecia

1 delete_node(&root, number_to_delete);
2 printf ("Drzewo po prdobie usuniecia liczby
— %d.\n",number_to_delete);
3 printf("Liczba weztdéw w drzewie wyszukiwan binarnych:

— %u\n", count_nodes(root));
puts("Liczby w drzewie.");
print_bst_inorder(root);
puts("");
remove_bst_nodes (&root) ;
return 0O;

© 0 N 3 O s
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Funkcja main ()

Czes¢ trzecia

Kolejna operacja na drzewie BST wykonywang w funkcji main() jest
usuniecie wezla o zadanym kluczu (wiersz nr 1). Potem program wy-
pisuje komunikaty, o tym jaki klucz prébowal usunaé (wiersz nr 2)
i ile wezl6w jest obecnie w drzewie (wiersz nr 3). Nastepnie wypisuje
wszystkie klucze z BST w porzadku inorder (wiersz nr 5). Dzieki te-
mu porzadkowi najlatwiej jest zauwazy¢, ktéry klucz zostal z drzewa
usuniety. Na koniec funkcja main() wywoluje remove_bst_nodes ()
celem usuniecia wszystkich weztéw z drzewa (wiersz nr 7) i koriczy
dziatanie (wiersz nr 8).
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Podsumowanie

Zaleta BST jest to, ze operacje z nim zwigzane maja czasowa zto-
zono$¢ obliczeniows proporcjonalna do jego wysokosci. Jesli ksztalt
tego drzewa jest zblizony do drzewa pelnego, to wynosi ona logs(n),
gdzie n jest liczba weztéw w BST. Niestety, jesli do takiego drzewa
zostana wstawione klucze, ktére juz sa posortowane rosnaco lub ma-
lejaco, to stanie sie ono lista, a jego wysokos¢ bedzie wynosita n.
Aby uniknaé takich skrajnych przypadkdéw stosuje sie drzewa wy-
wazone, takie jak AVL lub czerwono-czarne. Wiekszos¢ operacji na
BST mozna tatwo zdefiniowa¢ zaréwno w postaci rekurencyjnej, jak
i iteracyjnej (z uzyciem petli). Wyjatkiem jest przechodzenie przez
drzewo i inne z nim powiazane operacje, ktére najwygodniej zreali-
zowaé¢ w postaci rekurencyjne;j.
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Podsumowanie

Zwroémy uwage, ze drzewa binarne mogg reprezentowac takze wyra-
zenia arytmetyczne i wtedy nazywamy je drzewamsi arytmetycznymi.
Jedli wypiszemy zawarto$é¢ wezldéw takiego drzewa w porzadku inor-
der, to otrzymamy wyrazenie w notacji infiksowej. Jesli zrobimy to
samo uzywajac porzadku preorder, to uzyskamy wyrazenie w No-
tacji Polskiej, a jedli z uzyciem porzadku postorder, to wyrazenie
w Odwrotnej Notacji Polskiej.
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Zakonczenie

Pytania
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KONIEC

Dziekuje Panstwu za uwage!
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