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Rekurencja
Wstep

Na poprzednim wyktadzie podaliémy definicje stosu i omawialiémy je-
go implementacje w postaci dynamicznej struktury danych. To pojecie
pojawito sie rowniez kiedy zapoznawalismy sie z funkcjami. Stos w ich
kontekscie jest fragmentem obszaru pamieci przydzielonego wykonuja-
cemu sie programowi, gdzie umieszczane sg informacje niezbedne do
dziatania funkcji. Te informacje zorganizowane sg w postaci ramki sto-
su, nazywanej takze rekordem aktywacyjnym. W ramce stosu znajduje
sie miejsce miedzy innymi na adres powrotu, zmienne lokalne i parame-
try. Zastosowanie stosu do obstugi funkcji ma ciekawe konsekwencje.
Jedna z nich jest mozliwo$¢ tworzenia podprograméw rekurencyjnych,
ktére w przypadku jezyka C s3 funkcjami rekurencyjnymi. Funkcja re-
kurencyjna, to taka, ktéra na pewnym etapie wykonania wywotuje sama
siebie. Tego typu podprogramy realizujg algorytmy rekurencyjne, czyli
takie, ktére dzielg rozwigzywany problem na problemy mniejszego roz-
miaru, az zredukuja je do przypadkéw, ktére beda mogty rozwigzac.
Nastepnie uzyskane wyniki tacza, aby rozwigzaé problem wyjsciowy. 3/55
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Rekurencja
Wstep

Przyjrzyjmy sie dziataniu rekurencji i jej zwigzkom ze stosem, nazy-
wanym dalej stosem sprzetowym, na przyktadzie funkcji rekurencyjnej
obliczajacej silnie. Przypomnijmy, ze dla n bedacej liczba naturalng sil-
nia jest zdefiniowana nastepujaco:

m:{1 jedlin=0lubn=1

' (n—=1!-n dlan>1

Jak tatwo zauwazy¢ definicja ta jest rekurencyjna - dla n > 1 silnia
jest wyliczana na podstawie znajomosci wyniku tego dziatania dla ar-
gumentu mniejszego o 1. W zapisie definicji mozemy réwniez dostrzec
przypadki brzegowe, czyli takie dla ktérych mozemy od razu ustali¢ wy-
nik. To te, dla n = 0 lub n = 1. Nastepny slajd zawiera definicje funkgji,
ktéra jest zaimplementowana na podstawie podanej definicji silni.



Rekurencja
Wstep - silnia

1 unsigned long int factorial(unsigned char n)

2 {

3 if (n==0] |n==1)

4 return 1;

5 else

6 return factorial (n-1)*n;
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Rekurencja
Wstep - silnia

Funkcja ta oblicza prawidfowo wartos¢ silni dla parametru n < 65. Po-
wyzej tej warto$ci nastepuje przekroczenie gérnego zakresu typu unsigned
long int. Prze$ledZmy jak bedzie dziata¢ taka funkcja dla n=3. W mo-
mencie jej wywotania na stosie sprzetowym powstanie dla jej instancji
ramka. Funkcja sprawdzi warunek w trzecim wierszu. Okaze sie on by¢
fatszywy, zatem sprébuje ona ustali¢ warto$¢ wyrazenia factorial (2) *3.
W tym celu wywota sama siebie, ale tym razem dla n=2. Tak jak po-
przednio dla tego wywotania zostanie utworzona rama stosu i tak jak
poprzednio funkcja sprawdzi warunek w trzecim wierszu, ktéry i tym
razem bedzie fatszywy. To sprawi, ze podejmie ona prébe okreslenia
wartosci wyrazenia factorial (1) *2. Aby to zrobi¢ ponownie wywota
sama siebie dla n=1. Tak jak poprzednio ramka stosu zostanie utwo-
rzona dla tego wywotania, ale tym razem warunek w wierszu trzecim
bedzie prawdziwy i to wywotanie funkcji zakonczy sie zwracajac wartosé
1.
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Rekurencja
Wstep - silnia

Po tym jak funkcja zakonczy dziatanie wyznaczajac warto$¢ silni dla n=1
sterowanie wréci do jej wywotania dla n=2. Tym razem jednak funkcja
bedzie mogta ustali¢ warto$¢ wyrazenia factorial (1)*2, podstawia-
jac warto$¢ 1 za pierwszy argument tego mnozenia. Po obliczeniu wyni-
ku (2) ta instancja funkcji zwraca go i konczy sie. Sterowanie wraca do
wywotania funkcji, ktére prébowato obliczy¢ wynik silni dla n=3. Teraz
ono potrafi ustali¢ wynik wyrazenia factorial (2) *3, podstawiajac za
pierwszy argument w tym dziataniu warto$¢ (2). Funkcja ostatecznie
kohczy swe dziatanie i zwraca wynik 6, czyli warto$¢ silni dla n=3. Przy
kazdym zakonczeniu pojedynczej instancji funkcji ze stosu sprzetowe-
go zdejmowana jest jedna ramka. Zawartos¢ stosu ilustruja pogladowo
kolejne slajdy.



Rekurencja
Wstep - silnia

ramka
stosu dla
wywotania
factorial(3)

Wywotanie funkgcji dla n=3

55



Rekurencja
Wstep - silnia

ramka
stosu dla
wywotania
factorial(2)
ramka
stosu dla
wywotania
factorial(3)

Wywotanie rekurencyjne factorial (2)*3
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Rekurencja
Wstep - silnia

ramka
stosu dla
wywotania
factorial(1)
ramka
stosu dla
wywotania
factorial(2)
ramka
stosu dla
wywotania
factorial(3)

Wywotanie rekurencyjne factorial (1)*2%3
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Rekurencja

Wstep - silnia

ramka
stosu dla
wywotania
factorial(2)
ramka
stosu dla
wywotania
factorial(3)

Wywotanie factorial (1) zwraca wynik i konczy sie
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Rekurencja
Wstep - silnia

ramka
stosu dla
wywotania
factorial(3)

Po zakonczeniu factorial(2)
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Rekurencja
Wstep - silnia

Po zakonczeniu factorial(3)
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Rekurencja
Wstep - silnia

Zazwyczaj dziatanie funkgcji rekurencyjnych ilustruje sie nie poprzez ry-
sowanie stanu stosu, lecz za pomoca tzw. drzew wywoftan (ang. call
tree) nazywanych tez drzewami rekurencji lub drzewami rekursji. W przy-
padku funkcji factorial() to drzewo dla n=3 bedzie bardzo proste
(matematycy by je okreslili jako zdegenerowane).
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Rekurencja
Wstep - silnia
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Rekurencja
Wstep - silnia

Zazwyczaj dziatanie funkgcji rekurencyjnych ilustruje sie nie poprzez ry-
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|

factorial (2)*3

|

factorial (1)*2
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Rekurencja
Wstep - silnia
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factorial (2)*3

factorial (1)*2
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Rekurencja
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Rekurencja
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Rekurencja
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Rekurencja
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Rekurencja
Wstep - silnia

Zazwyczaj dziatanie funkgcji rekurencyjnych ilustruje sie nie poprzez ry-
sowanie stanu stosu, lecz za pomoca tzw. drzew wywoftan (ang. call
tree) nazywanych tez drzewami rekurencji lub drzewami rekursji. W przy-
padku funkcji factorial() to drzewo dla n=3 bedzie bardzo proste
(matematycy by je okreslili jako zdegenerowane).

factorial(3)=6
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Metoda dziel i zwyciezaj

Metoda dziel i zwyciezaj (ang. divide and conquer) jest technika kon-
strukcji algorytmoéw rekurencyjnych. Sktada sie ona z trzech krokéw:

Metoda dziel i zwyciezaj

@ Daziel
Podziel problem na problemy tego samego typu, ale o mniejszym
rozmiarze.

@ Zwyciezaj
Rozwiaz problemy o mniejszym rozmiarze rekurencyjnie, chyba ze
sg one tak mate, ze nie wymagaja zastosowania rekursji? - wtedy
uzyj metod bezposrednich.

© Poftacz
Potacz rozwigzania probleméw mniejszych rozmiaréw, aby
otrzymaé rozwigzanie problemu wyjsciowego.

?Rekurencja jest nazywana inaczej rekursja.
y
™0/ 55




Metoda dziel i zwycigzaj

Metoda dziel i zwyciezaj

Wieze Hanoi

Z metoda dziel i zwyciezaj zapoznamy sie na przyktadzie problemu
wiez Hanoi, ktéry zostat sformutowany przez francuskiego matematyka
Edouarda Lucasa w 1883 roku. W tym problemie dana jest wieza skta-
dajaca sie z krazkéw o réznych Srednicach znajdujacych sie na stupku
i utozonych tak, ze krazki mniejsze leza na krazkach wiekszych. Oprécz
tego dane s3 jeszcze dwa puste stupki. Nalezy przenie$¢ wieze na trzeci
stupek, ale wykonujac te prace mozna w jednym kroku przenies¢ tylko
jeden krazek i nie wolno potozy¢ krazka o wiekszej Srednicy na krazek
o mniejszej Srednicy. Animacja znajdujaca sie na nastepnym slajdzie
pokazuje rozwigzanie tego problemu dla wiezy skfadajacej sie z trzech
krazkow.

11/55



Metoda dziel i zwycigzaj

Metoda dziel i zwyciezaj

Wieze Hanoi
1 2 3
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Metoda dziel i zwyciezaj

Metoda dziel i zwyciezaj

Wieze Hanoi

Na wyktadzie rozwiazemy dwa problemy dotyczace wiez Hanoi. Za-
czniemy od prostszego, ktéry zostat przedstawiony w ksigzce autorstwa
D.E.Knuth'a, R.L.Grahama i O.Patashnika pt. ,Matematyka konkret-
na” (PWN, Warszawa 1996). Brzmi on nastepujaco:

Pierwszy problem wiez Hanoi

Wiedzac ile wieza ma krazkéw oblicz minimalng liczbe krokéw, ktére
nalezy wykonaé aby ja przeniesé.
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Metoda dziel i zwycigzaj

Metoda dziel i zwyciezaj

Wieze Hanoi

Do rozwiazania tego zadania uzyjemy metody dziel i zwyciezaj. Zgod-
nie z jej opisem, ktéry zostat przedstawiony wczesniej nalezy najpierw
znalez¢ sposéb podziatu problemu na problemy o mniejszym rozmia-
rze. W przypadku wiez Hanoi jest to zadanie stosunkowo proste - wie-
ze sktadaja sie z dyskretnych krazkéw, wiec zadaniem o bezposrednio
mniejszym rozmiarze od przeniesienia n krazkéw jest przeniesienie n—1
krazkéw. W drugim kroku musimy przyjaé strategie rozwigzywania re-
kurencyjnego mniejszych probleméw. Gdyby$smy wiedzieli w jaki sposéb
przenie$¢ te n — 1 krazkéw, to przeniesienie n krazkéw bytoby proste.
Przyjmijmy zatem, ze wiemy jak to zrobié. Wtedy przetozenie n krazkéw
przebiegatoby nastepujaco:

© Przenie$ n — 1 krazkdw ze stupka poczatkowego na stupek

pomocniczy.
@ Przenie$ n-ty krazek ze stupka poczatkowego na stupek docelowy.
© Przenie$ n — 1 krazkéw ze stupka pomocniczego na stupek

docelowy. 14/ 5¢



Metoda dziel i zwycigzaj

Metoda dziel i zwyciezaj

Wieze Hanoi

Oznaczmy minimalng liczbe krokéw potrzebnych do przeniesienia wiezy
o n krazkach jako T,, a jako T,_1 minimalng liczbe krokéw potrzebnych
do przeniesienia wiezy o n— 1 krazkach. Z opisu z poprzedniego slajdu
wynika, ze T, =2 T,_1 + 1. Ta sama relacja codlawiezonin—1
zachodzi takze dla wiez o n—1 i n— 2 krazkach, tzn. wiedzac jak prze-
nies¢ wieze o n — 2 krazkach poradzimy sobie z przeniesieniem wiezy
o n—1 krazkach. Nalezy jeszcze ustali¢ przypadek brzegowy, czyli okre-
§li¢ problem o tak matym rozmiarze, Ze nie bedzie potrzebny podziat
rekurencyjny aby go rozwigzaé. Mozemy przyjaé, ze tym problemem
bedzie przeniesienie wiezy pustej, tj. sktadajacej sie z n = 0 krazkéw.
W takim przypadku nie trzeba wykonywaé zadnych ruchéw, co mozna
zapisa¢ jako Tg = 0. Krok taczenia jest stosunkowo prosty: majac roz-
wigzanie dla 0 krazkéw znajdujemy rozwiazanie dla 1 krazka, potem 2
itd. Nastepny slajd zawiera kod Zzrédtowy funkcji, ktéry zostat napisany
zgodnie z tymi ustaleniami.
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Metoda dziel i zwyciezaj

Metoda dziel i zwyciezaj

Wieze Hanoi

unsigned long int find_hanoi_steps(unsigned char levels)
{
if (levels==0)
return O;
else
return 2+find_hanoi_steps(levels-1)+1;
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Metoda dziel i zwycigzaj

Metoda dziel i zwyciezaj

Wieze Hanoi

Przez parametr levels do funkcji przekazywana jest liczba krazkéw,
dla ktérej trzeba wyznaczyé minimalng liczbe krokéw niezbednych do
przeniesienia wiezy Hanoi, ktéra sie z nich sktada. Zwréémy uwage,
ze postugujac sie metoda , dziel i zwyciezaj” mozemy réwniez napisac
funkcje obliczajaca silnie. Zatem jest to metoda o dosy¢ licznych zasto-
sowaniach. Nastepny slajd przedstawia drzewo wywotah rekurencyjnych
funkcji find_hanoi_steps() dla liczby krazkéw réwnej 4.
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Metoda dziel i zwyciezaj

Metoda dziel i zwyciezaj

Wieze Hanoi

find_hanoi_steps(4)
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Wieze Hanoi

find_hanoi_steps(4)

|

2*find_hanoi_steps(3)+1

|

2xfind_hanoi_steps(2)+1
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Wieze Hanoi
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1

2xfind_hanoi_steps(2)+1

|

2xfind_hanoi_steps(1)+1

|
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Wieze Hanoi
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2*find_hanoi_steps(3)+1
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1

2xfind_hanoi_steps(1)+1

«—

2xfind_hanoi_steps(0)+1

-—
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|

2%0+1

!

0
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Wieze Hanoi

find_hanoi_steps(4)

|

2*find_hanoi_steps(3)+1
|

2*%3+1

3
1
0
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Wieze Hanoi

find_hanoi_steps(4)

|

2*find_hanoi_steps(3)+1

A e

O «—
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Wieze Hanoi

find_hanoi_steps(4)

|

2%7+1

!

7

!

3

!

1

!
0
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Wieze Hanoi

find_hanoi_steps(4)

|

15

!

7

O «— —
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Wieze Hanoi

find_hanoi_steps(4)=15

e
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-—

w

-—

[y

O «—
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Metoda dziel i zwyciezaj

Wieze Hanoi
Sprébujmy teraz przedstawié i rozwigzac drugi problem dotyczacy wiez
Hanoi. Brzmi on nastepujaco:
Drugi problem wiez Hanoi

Znajdz taki algorytm przektadania wiezy Hanoi na stupek docelowy,
aby przy tej pracy byta wykonywana minimalna liczba krokdw.

Okazuje sie, ze przy rozwigzywaniu tego problemu pomocne jest rozu-
mowanie, ktére przeprowadzalismy dla pierwszego problemu wiez Ha-
noi. Przypomnijmy, ze aby przenie$¢ wieze pusta nie musimy nic robi¢,
czyli wykonujemy O krokéw. Aby przenie$¢ wieze sktadajaca sie z n kraz-
kéw musimy najpierw przenie$¢ n— 1 krazkéw ze stupka zrédtowego na
stupek pomocniczy, potem przenie$¢ n-ty krazek ze stupka zrédtowe-
go na stupek docelowy i w koncu przenie$¢ n — 1 krazkédw ze stupka
pomocniczego na stupek docelowy. Kolejny slajd zawiera kod Zrédtowy

funkcji napisanej w oparciu o te rozwazania.
19 /55
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Metoda dziel i zwyciezaj

Wieze Hanoi

1 void hanoi_movements(unsigned int disks,

2 unsigned char first,

3 unsigned char middle,

1 unsigned char last)

5 {

6 if (disks) {

7 hanoi_movements(disks-1,first,last,middle);

8 printf ("Przenied krazek nr %u ze stupka nr %u na\
9 stupek nr %u\n",disks,first,last);

10 hanoi_movements(disks-1,middle,first,last);

11 }
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Metoda dziel i zwycigzaj

Metoda dziel i zwyciezaj

Wieze Hanoi

Przez pierwszy parametr tej funkcji przekazywana jest liczba krazkéw,
z ktérych sktada sie wieza do przeniesienia. Trzy kolejne parametry,
to numery kolejno: stupka poczatkowego, pomocniczego i koncowego.
Funkcja sprawdza w wierszu nr 6, czy liczba krazkdéw nie jest zerowa.
Jedli ten warunek jest prawdziwy, to bedzie ona informowata uzytkow-
nika, ktéry krazek (o jakim numerze) ma przenie$¢ z jakiego stupka
na jaki (tez numery), w danym kroku. Zgodnie z ustaleniami najpierw
funkcja musi przenie$¢ mniejsza wieze ze stupka zrédtowego na pomoc-
niczy, ktéry w tym przypadku bedzie stupkiem docelowym. Stad mamy
pierwsze wywotanie rekurencyjne (wiersz nr 7). Nastepnie funkcja wypi-
suje komunikat z instrukcja przeniesienia n-tego krazka (wiersze 8 i 9),
a nastepnie ponownie sie wywotuje rekurencyjnie (wiersz 10), aby prze-
nies¢ n — 1 krazkéw ze stupka pomocniczego (tym razem bedzie on
stupkiem zrédfowym) na stupek koncowy.
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Zalety i wady rekurencji

Niewatpliwa zaleta rekurencji jest zwieztos¢ zapisu funkcji. Zbadamy to
na dwéch przyktadach. Pierwszy bedzie dotyczyt funkcji, ktéra konwer-
tuje zapis dziesietny liczby naturalnej wiekszej od 0 na binarny. Drugi,
a witasciwie dwa nastepne beda dotyczyty programéw, ktére rysuja na
ekranie w trybie graficznym fraktal, tzw. tréjkat Sierpinskiego.
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Zalety i wady rekurencji

Konwersja zapisu dziesietnego na binarny

Algorytm konwersji zapisu liczby z kodu dziesigtnego na binarny nie
wydaje sie by¢ rekurencyjny. Polega on na sukcesywnym wyznaczaniu
reszty z dzielenia liczby przez dwa, a nastepnie wyniku catkowitego
dzielenia tej liczby przez dwa do momentu, az to ostatnie dziatanie
da 0. Potem nalezy juz tylko odczytaé reszty w odwrotnej kolejnosci
w stosunku do tej, w jakiej zostaty uzyskane. Ostatnie stwierdzenie su-
geruje uzycie stosu, co oznacza, ze zastosowanie rekurencji uproscito by
rozwigzanie problemu - funkcje rekurencyjne korzystaja ze stosu sprze-
towego, ktéry jest obstugiwany sprzetowo. Zauwazmy takze, ze wynik
dzielenia przez dwa staje sie dang wejsciowa dla kolejnego kroku algoryt-
mu, a wiec moze on by¢ wyrazony w postaci rekursywnej. Przypadkiem
brzegowym bedzie osiagniecie wyniku zerowego z dzielenia przez dwa.
Kolejny slajd zawiera kod Zrédtowy funkcji, ktéra dokonuje opisywanej
konwersji, wypisujac przy tym uzyskang liczbe binarng na ekranie.
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Zalety i wady rekurencji

Konwersja zapisu dziesietnego na binarny

1 void convert_to_binary(unsigned long int number)

2 {

3 if (number) {

4 convert_to_binary(number/2) ;
5 printf ("%1lu" ,number’?2) ;

6 }

T}
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Zalety i wady rekurencji

Konwersja zapisu dziesietnego na binarny

Zaprezentowana funkcja sprawdza, czy przekazana jej przez parametr
liczba jest wieksza od zera. Jedli tak, to wywotuje sie rekurencyjnie dla
tej liczby pomniejszonej dwukrotnie. Ten ciag wywotan trwa tak dtugo,
az przy ktéryms dzieleniu warto$¢ liczby bedzie réwna zero. Wéwczas
nastepuje powrdt z wywotan rekurencyjnych i w kazdym z nich wyko-
nywana jest funkcja printf (), ktéra wypisuje reszte z dzielenia przez
dwa przekazanej przez parametr liczby. Algorytm wedtug ktérego dzia-
fa ta funkcja mozna zatem otrzymac stosujac metode dziel i zwyciezaj.
Przypadkiem brzegowym jest uzyskanie zera z dzielenia. Redukcja roz-
miaru problemu, to tym razem podzielenie liczby przed dwa. Jest takze
krok taczenia - to wypisanie reszty z dzielenia. Ta funkcja nie wykona
konwersji liczby 0. Mozna to zmieni¢ obejmujac instrukcja warunkowa
tylko wywotanie rekurencyjne, ale wéwczas dla kazdej konwertowanej
liczby otrzymamy na ekranie wiodace 0 (na najstarszym bicie).
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Zalety i wady rekurencji
Tréjkat Sierpinskiego

Nastepny przyktad wymaga troche bardziej skomplikowanego kodu. Be-
dzie on rysowat na ekranie komputera tréjkat Sierpinskiego - fraktal,
ktérego nazwa pochodzi od jego odkrywcy, polskiego matematyka Wa-
ctawa Sierpinskiego. Trdjkat Sierpinskiego to fraktal, ktéry otrzymywa-
ny jest przez podziat tréjkata (najczesciej réwnobocznego lub réwno-
ramiennego, ale moze by¢ takze dowolny inny, oprécz zdegenerowane-
go) na cztery mniejsze trdjkaty i wyjecie z niego trdjkata Srodkowego.
Czynnos$¢ nalezy powtérzy¢ dla pozostatych trzech tréjkatéw, nastepnie
dla tréjkatéw pozostatych w tych tréjkatach itd. Jak tatwo stwierdzi¢
algorytm tworzenia takiego fraktala jest rekurencyjny. Jako warunek
zakonczenia rekurencji mozemy przyja¢ utworzenie tréjkatéw o zakta-
danej minimalnej dtugosci bokéw lub osiaggniecie zatozonego poziomu
»zagniezdzen" trojkatéow. W prezentowanych programach przyjmiemy
drugi, prostszy wariant. Najpierw jednak przedstawimy dwa mozliwe
algorytmy rekurencyjne generowania takiego fraktala.
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Zalety i wady rekurencji
Tréjkat Sierpinskiego - pierwszy sposéb

Pierwszy sposéb polega na narysowaniu tréjkata, wyznaczeniu $srodkéw
jego bokdéw i narysowaniu trzech tréojkatdw, ktérych jeden wierzchotek
pokrywa sie z wierzchotkiem wyjsciowego trdjkata, a dwa pozostate lezg
w Srodkach odpowiednich jego bokéw. To dziatanie nalezy dalej powté-
rzy¢, dla kazdego z tych trzech tréjkatdw i nastepnych trzech, tak dtu-
go, az osiagniety zostanie zaktadany poziom zagniezdzenia. Animacja
na nastepnym slajdzie pokazuje kilka pierwszych krokéw tego algoryt-
mu. Potem zamieszczony jest kod zrédtowy programu, ktéry rysuje ten
fraktal opisang metoda.
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Tréjkat Sierpinskiego - pierwszy sposéb
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Tréjkat Sierpinskiego - pierwszy sposéb
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Tréjkat Sierpinskiego - pierwszy sposéb
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Zalety i wady rekurencji
Tréjkat Sierpinskiego - pierwszy sposéb
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Zalety i wady rekurencji
Tréjkat Sierpinskiego - pierwszy sposéb

#include<allegro.h>

void draw_triangle(int x, int y, int x1, int yi, int x2, int y2, unsigned char n)
{
int colour = makecol(255,255,255);
line(screen,x,y,x1,yl,colour);
line(screen,x1,y1,x2,y2,colour);
line(screen,x2,y2,x,y,colour);
if(n—-) {
draw_triangle ((x+x1)/2, (y+y1)/2,x1,y1, (x2+x1)/2, (y2+y1) /2,n) ;
draw_triangle(x,y, (x1+x)/2, (y1+y)/2, (x2+x)/2, (y2+y)/2,n) ;
draw_triangle ((x+x2)/2, (y+y2)/2, (x1+x2) /2, (y1+y2)/2,x2,y2,n) ;
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Zalety i wady rekurencji
Tréjkat Sierpinskiego - pierwszy sposéb

int main(void) {

}

int width=1336,height=768;
if (allegro_init())
allegro_message("allegro_init: %s\n",allegro_error);
if (install_keyboard())
allegro_message("install_keyboard: %s\n",allegro_error);
set_color_depth(32);
if (set_gfx_mode (GFX_AUTODETECT _FULLSCREEN,width,height,0,0))
allegro_message("%s\n",allegro_error);
height-=1;
draw_triangle(width/2,0,0,height,width,height,14);
clear_keybuf () ;
while(!keypressed());
allegro_exit();
return O;

END_OF_MAIN()
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Zalety i wady rekurencji
Tréjkat Sierpinskiego - pierwszy sposéb

Zaprezentowany program uzywa biblioteki Allegro w wersji 4.4. Defini-
cja funkcji draw_triangle() (pierwszy slajd) jest krétka, ale warto sie
jej przyjrze¢. Ma ona siedem parametréw. Przez pierwsze dwa przeka-
zywane s3 wspotrzedne ,,gbrnego” wierzchotka tréjkata, przez kolejne
dwa przekazywane s3 wspétrzedne , lewego wierzchotka”, a przez na-
stepne dwa ,prawego”. Przez ostatni parametr przekazywana jest liczba
zagniezdzen. Funkcja najpierw rysuje na ekranie tréjkat zgodnie z prze-
kazanymi jej w biezacym wywotaniu wspétrzednymi. Nastepnie spraw-
dza, czy liczba zagniezdzen jest rézna od zera i zmniejsza ja o jeden.
Jedli warunek jest prawdziwy, to funkcja wywotuje sie rekurencyjnie
trzykrotnie, aby narysowal trzy nowe tréjkaty. Prosze zwrécié uwage
na argumenty tych wywotan. Liczba zagniezdzen jest zmniejszana w in-
strukcji warunkowej, wiec do wywotan rekurencyjnych jest przekazana
juz pomniejszona. Zgodnie z opisem metody tylko jeden zestaw wspot-
rzednych jest przekazywany bez zmian dla kazdego z wywotan. Dla

pozostatych s3 wyliczane odpowiednie $rednie arytmetyczne. 31/5¢
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Zalety i wady rekurencji
Tréjkat Sierpinskiego - pierwszy sposéb

W funkcji main (), oprécz funkcji zwigzanych z biblioteka Allegro, jest
wywotywana draw_triangle().
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Zalety i wady rekurencji
Tréjkat Sierpinskiego - drugi sposéb

Drugi sposéb rysowania tréjkata Sierpinskiego jest niewielka modyfika-
cja pierwszego. Poczatek jest taki sam - rysowany jest trojkat i wy-
znaczane s $rodki jego bokéw. Nastepny krok jest jednak inny. Srodki
tych bokdéw s3a taczone, aby uzyskaé wewnetrzny, odwrdcony tréjkat.
To dziatanie powtarzane jest dla utworzonych w ten sposéb trzech
pozostatych tréjkatéw i dla nastepnych takich tréjkatéw, az zostanie
uzyskany pozadany poziom zagniezdzen. Kilka poczatkowych krokéw
tego algorytmu prezentuje animacja zamieszczona na nastepnym slaj-
dzie. Kolejne slajdy zawieraja kod zrédtowy programu rysujacego tréjkat
Sierpinskiego ta metoda.
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Zalety i wady rekurencji
Tréjkat Sierpinskiego - drugi sposéb

34 /55



Zalety i wady rekurencji

Zalety i wady rekurencji
Tréjkat Sierpinskiego - drugi sposéb

(5.7)

(10,1)

34 /55



Zalety i wady rekurencji

Zalety i wady rekurencji
Tréjkat Sierpinskiego - drugi sposéb

(5.7)

((0+5)/2,(1+7)/2) ((5+10)/2,(7+1)/2)

(0.1) ((0+10)/2,(1+1)/2) (10,1)

34 /55



Zalety i wady rekurencji

Zalety i wady rekurencji
Tréjkat Sierpinskiego - drugi sposéb

(5.7)

(0.1) (5.1) (10,1)

34 /55



Zalety i wady rekurencji

Zalety i wady rekurencji
Tréjkat Sierpinskiego - drugi sposéb

(5.7)

(0.1) (5.1) (10,1)

34 /55



Zalety i wady rekurencji

Zalety i wady rekurencji
Tréjkat Sierpinskiego - drugi sposéb

(5.7)

(0.1) (5.1) (10,1)

34 /55



Zalety i wady rekurencji

Zalety i wady rekurencji
Tréjkat Sierpinskiego - drugi sposéb

#include<allegro.h>

void draw_triangle(int x, int y, int x1, int y1, int x2, int y2, int colour, unsigned char n)

{

line(screen, (x+x1)/2, (y+y1) /2, (x1+x2) /2, (y1+y2) /2, colour) ;

line(screen, (x1+x2)/2, (y1+y2)/2, (x+x2) /2, (y+y2) /2, colour) ;

line(screen, (x+x1)/2, (y+y1) /2, (x+x2) /2, (y+y2) /2,colour) ;

if(n—-) {
draw_triangle ((x+x1)/2, (y+y1)/2,x1,y1, (x2+x1) /2, (y2+y1) /2,colour,n) ;
draw_triangle(x,y, (x1+x)/2, (y1+y)/2, (x2+x) /2, (y2+y)/2,colour,n) ;
draw_triangle ((x+x2)/2, (y+y2)/2, (x1+x2) /2, (y1+y2)/2,x2,y2,colour,n) ;
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Zalety i wady rekurencji
Tréjkat Sierpinskiego - drugi sposéb

int main(void) {

}

int width=1336,height=768;
if (allegro_init())
allegro_message("allegro_init: %s\n",allegro_error);
if (install_keyboard())
allegro_message("install_keyboard: %s\n",allegro_error);
set_color_depth(32);
if (set_gfx_mode (GFX_AUTODETECT_FULLSCREEN,width,height,0,0))
allegro_message("%s\n",allegro_error);
height-=1;
int colour = makecol(255,255,255);
line(screen,width/2,0,0,height,colour);
line(screen,0,height,width,height,colour);
line(screen,width,height,width/2,0,colour);
draw_triangle(width/2,0,0,height,width,height,colour,14);
clear_keybuf () ;
while(!keypressed());
allegro_exit();
return O;

END_OF_MAIN(Q)
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Zalety i wady rekurencji
Tréjkat Sierpinskiego - drugi sposéb

Zaprezentowany program rézni sie kilkoma szczegétami od swojego po-
przednika. Oto najwazniejsze z nich:

@ Funkcja draw_triangle() ma dodatkowy parametr, przez kté-
ry przekazywany jest kolor rysowanego tréjkata. Dzieki temu je-
go wartos¢ nie jest wyznaczana wewnatrz funkcji. To rozwiazanie
mozna zastosowac tez w poprzednim programie.

@ W tej samej funkgji kilkukrotnie obliczane s3 $rodki bokdéw tréj-
kata, najpierw przy rysowaniu tréjkata wewnetrznego, a nastepnie
w wywotaniach rekurencyjnych. Mozna to zmieni¢ zapamietujac
wyniki obliczen w zmiennych lokalnych, ktére beda nastepnie uzy-
wane jako argumenty wywotywanych funkcji. Zwiekszy to efektyw-
no$¢ dziatania programu, ale wydtuzy zapis funkcji draw_triangle ().

© Pierwszy trdjkat rysowany jest na zewnatrz funkcji draw_triangle(),
w funkcji main().
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Zalety i wady rekurencji

Efektywnos$¢ rekurencji

Zastanéwmy sie nad efektywnoscig rekurencji. Kazde wywotanie reku-
rencyjne wigze sie z utworzeniem na stosie ramki stosu. Jest to dzia-
tanie, ktoére jest czasochtonne, a ponadto wymaga poswiecenia pewnej
iloéci wolnej pamieci, a zatem wptywa negatywnie na efektywno$¢ funk-
cji rekurencyjnych. Im wiecej takich wywotan, tym mniej efektywne s3
funkcje rekursywne w poréwnaniu z odpowiadajacymi im funkcjami ite-
racyjnymi. Jest jeszcze jedna przyczyna, dla ktdrej stosowanie rekuren-
cji nie zawsze jest wskazane. Zilustrujemy ja przy pomocy zagadnienia
generowania kolejnych liczb ciggu Fibonacciego.
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Zalety i wady rekurencji

Efektywnos$¢ rekurencji

Cigg Fibonacciego zostat odkryty przez $redniowiecznego wtoskiego
matematyka Leonadra Fibonacciego, ktéry za jego pomoca chciat opi-
sa¢ wzrost populacji krélikéw. Cho¢ do tego pierwotnego zagadnienia
ten ciag okazat sie niewystarczajacy, to jednak wiele praktycznych za-
gadnien, réwniez z dziedziny sztuki, mozna przy jego pomocy wyrazi¢
w sposéb formalny. Ciag ten zdefiniowany jest nastepujaco:

0 jeslin=0

fibonacci(n) = ¢ 1 jeSlin=1

fibonacci(n — 2) + fibonacci(n — 1) dla n > 2
Liczba n w tym wzorze jest liczbg naturalng i okre$la potozenie danego
wyrazu ciggu Fibonacciego. Wszystkie liczby nalezace do tego ciaggu
sg liczbami naturalnymi. Sama posta¢ definicji ciagu zacheca do te-
go, aby zaimplementowa¢ funkcje wyznaczajaca kolejne wyrazy takiego
ciggu w postaci rekurencyjnej. Kod takiej funkcji jest przedstawiony na
nastepnym slajdzie. 30 /55
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Zalety i wady rekurencji
Ciag Fibonacciego

1 unsigned int get_fibonacci_number (unsigned char order)

2 o

3 if (order==0)

4 return O;

5 if (order==1)

6 return 1;

7 return get_fibonacci_number (order-1)+get_fibonacci_number (order-2);
8 }
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Zalety i wady rekurencji
Ciag Fibonacciego

Zapis tej funkcji na pewno jest zwiezty i zrozumiaty, gdyz wprost wyni-
ka z definicji ciagu. Analiza dziatania tej funkgcji jest nieco trudniejsza
z uwagi na dwa wywotania rekurencyjne wystepujace w wierszu nr 7.
W takich przypadkach nalezy pamietad, ze wartoSci wyrazen s3 wyzna-
czane ,,od lewej do prawej”, a wiec najpierw bedzie wykonywane , lewe”
wywotanie i dopiero kiedy ono sie zakonczy rozpocznie sie wywotanie
»prawe"”, a po jego zakonczeniu bedzie mozna wyznaczy¢ cato$é wyra-
zenia. Stwérzmy drzewo rekurencji dla tej funkcji wywotanej z parame-
trem order réwnym 4. Dla uproszczenia na tym drzewie nazwa funkgji
zostanie zastgpiona literg £.
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Zalety i wady rekurencji
Ciag Fibonacciego
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Zalety i wady rekurencji
Ciag Fibonacciego

Analizujac to drzewo mozemy sie przekona¢, ze wiele wywotan rekuren-
cyjnych liczy te sama warto$¢ (zostaty one zaznaczone w drzewie na
czerwono). To wptywa na jej efektywno$¢ mierzong jako czas dziata-
nia i ilos¢ zajetej pamieci. Wyznaczenie pierwszych 45 wyrazéw ciagu
Fibonacciego ta funkcja okazuje sie trwaé kilka sekund, nawet na kom-
puterach o duzej mocy obliczeniowe;].

Powstaje pytanie, czy mozna stworzy¢ wersje tej funkgeji, ktéra nie wyko-
nuje takich nadmiarowych obliczen. Odpowiedz na nie jest pozytywna.
Wystarczy aby taka funkcja, zgodnie z definicja ciagu Fibonacciego, pa-
mietata tylko wartosci dwdch ostatnich wyrazéw ciggu. To wystarcza,
aby wyznaczy¢ warto$¢ nastepnego. Dodatkowo ta funkcja nie musi
by¢ rekurencyjna, wystarczy ze bedzie iteracyjna. Jej kod znajduje sie
na nastepnym slajdzie.
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Zalety i wady rekurencji

Ciag Fibonacciego - wersja iteracyjna

unsigned int get_fibonacci_number(unsigned char order)

{

unsigned int current
unsigned int 1i;
for(i=0;i<order;i++)
result = current + next;
current = next;
next = result;

0, next = 1, result = 0;

-~

}

return current;
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Zalety i wady rekurencji
Ciag Fibonacciego

Kod tej funkcji nie jest az tak czytelny, jak jej wersji rekurencyjnej,
ale mimo to jest i tak stosunkowo prosty do zrozumienia. Zmienna
next przechowuje warto$¢ wyrazu nastepujacego po tym obliczanym,
a zmienna current przechowuje wartos¢ wyrazu obliczanego. Aby ob-
liczy¢ kolejny wyraz nalezy zsumowaé te dwie wartosci i zapisaé¢ wynik
w next, wczedniej zapamietujac wartos¢ tej zmiennej w current. Ob-
liczenia dokonywane sg w petli, ktérej liczba wykonan zalezy od pozycji
w ciggu wyrazu, ktérego warto$¢ jest wyznaczana. Ta funkcja réwniez
liczy nadmiarowa warto$¢, ale tylko jedna. Jest to warto$¢ wyrazu na-
stepnego po tym, ktéry chcemy, aby byt wyznaczony. Obliczenie przy
jej pomocy 45 wyrazéw ciggu na tym samym komputerze, na ktérym
byty one obliczane przy pomocy wersji rekurencyjnej tej funkcji trwa
o wiele krécej. Dodatkowo nie jest zuzywana wolna pamie¢ na stosie na
wywotania rekurencyjne.
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Zalety i wady rekurencji
Ciag Fibonacciego

Na mocy teorii ztozonosci mozna wykaza¢, ze algorytm wedtug ktére-
go dziata funkcja rekurencyjna liczaca wyrazy ciggu Fibonacciego jest
algorytmem wyktadniczym. Dla czwartego wyrazu ciggu funkcja two-
rzy drzewo rekurencji o czterech poziomach. Dla trzeciego wyrazu byty
by to trzy poziomy. Poniewaz kazdy wezet tego drzewa ma co najwy-
zej dwoéch potomkéw, to liczba jego elementéw bedzie maksymalnie
wynosita 2°7%€"  gdzie order jest pozycja liczonego elementu w cia-
gu. Dodatkowo im wieksze bedzie drzewo wywotan, tym wiecej bedzie
w nim instancji! funkcji, ktére licza te sama wartoé¢. Wersja iteracyjna
funkgji jest z kolei implementacja algorytmu liniowego. Do jej realizacji
jest uzyta tylko jedna petla, a wiec czas jej dziatania jest duzo krétszy,
a zajeto$¢ pamieci stata, w poréwnaniu z wersja rekurencyjna.

!Instancja funkcji, to inaczej jej wywotanie z konkretna wartoécia argumentu.
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Zalety i wady rekurencji
Symbol Newtona

Wyznaczenie wartosci uzywanego w kombinatoryce symbolu Newtona
wymaga uzycia dosyé skomplikowanego wzoru. Jednakze podane nizej
wiasnosci tego dziatania wskazuja, ze mozna wyznaczy¢ jego wartosé
w sposéb rekurencyjny:

n 1 dla k=0 1lub k=n
( ) ={ n dlak=1
(Zj) + (”;1) dla pozostalych przypadkéw

Na nastepnym slajdzie znajduje sie kod zrédtowy funkcji, ktéra zostata
zaimplementowana na bazie tej formuty matematycznej, podobnie jak
opisywana wczeéniej funkcja obliczajaca wyrazy ciagu Fibonacciego.
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Zalety i wady rekurencji

Symbol Newtona

unsigned int get_newton_symbol_value(unsigned char n, unsigned char k)

{
if (k==0| |k==n)
return 1;
if (k==1)
return n;
return get_newton_symbol_value(n-1,k-1)+get_newton_symbol_value(n-1,k);
}
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Zalety i wady rekurencji

Symbol Newtona

Podobnie jak funkcja obliczajaca wyrazy ciggu Fibonacciego, funkcja
wyznaczajaca symbol Newtona nie jest najbardziej efektywnym rozwia-
zaniem tego problemu. Oprécz nadmiarowych wywotan rekurencyjnych,
czyli takich, ktére licza te same wartosci, w przypadku tej funkcji po-
wstaje niebezpieczenstwo przekroczenia zakresu typu unsigned int
i uzyskania nieprawidtowych wynikéw. Stworzenie iteracyjnego odpo-
wiednika tej funkcji nie jest juz takie proste. Wymaga ono uzycia tabli-
cy dwuwymiarowej i dwéch petli, z ktérych jedna bedzie zagniezdzona
w drugiej.
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Czeste btedy

Uzywajac rekurencji mozna popetni¢ wiele btedéw. Najczestszg ich ka-
tegorig sg btedy polegajace na ztym okresleniu warunkéw zakonczenia
rekursji. Takie btedy moga mie¢ charakter matematyczny lub infor-
matyczny. Pierwszy wystepuje wtedy, gdy btednie okreslimy przypad-
ki brzegowe i sposéb podziatu problemu, co spowoduje, ze warunek
zakonczenia rekurencji nigdy nie zostanie osiggniety. Drugi zwigzany
jest z niewtasciwym doborem typdw zmiennych lub ztym zapisem kodu
funkcji rekurencyjnej. W przypadku typéw danych moze nastapi¢ prze-
kroczenie ich zakresu i wtedy warunek zakonhczenia rekursji réwniez nie
bedzie nigdy spetniony. Podobny efekt moze wystapi¢ przy ztym do-
borze instrukcji wykonywanych w funkcji. Szczegbélnie ,zdradzieckie”
sa operatory inkrementacji i dekrementacji, w obu odmianach (przy-
rostkowej i przedrostkowej), dlatego nalezy unika¢ stosowania ich do
argumentéw wywotan rekurencyjnych funkcji. Czasem btedy moga by¢
spowodowane interpretacja zapisu kodu funkcji przez kompilator, dla-

tego nalezy zwracaé uwage na generowane przez niego ostrzezenia.
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Czeste btedy

Rekurencja ma wiele wspdlnego z indukcja matematyczna. Poprawno-
Sci algorytmoéw rekurencyjnych dowodzi sie stosujac wtasnie te tech-
nike. Z btedami o charakterze informatycznym mozna sobie poradzi¢
stosujac takie narzedzia jak debuggery i zachowujac ostrozno$¢ piszac
funkcje rekurencyjne. W $wiecie idealnym btedy w funkcjach rekuren-
cyjnych powodowatby, ze nigdy one by sie nie konczyty, ciagle reali-
zowane bytyby kolejne ich wywotania. W Swiecie rzeczywistym funkcje
rekurencyjne, ktére sa bfednie napisane koncza sie z powodu wyczer-
pania wolnego miejsca na stosie, potrzebnego do tworzenia kolejnych
ramek stosu. Taki btad objawia sie zazwyczaj komunikatem o prze-
petnieniu stosu (ang. stack overflow). Taki komunikat mozna uzyskac
takze w przypadku poprawnie napisanych funkcji rekurencyjnych, ale
uruchamianych w Srodowiskach, gdzie programy dysponujg matym sto-
sem sprzetowym. W takich przypadkach nalez rozwazy¢ zamiane prze-
kazywania argumentéw przez warto$¢ na przekazywanie przez staty lub
przez wskaznik.
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Podsumowanie

Podsumowanie

Metoda dziel i zwyciezaj jest poteznym narzedziem do tworzenia al-
gorytméw rekurencyjnych. Z kolei technika rekurencji pozwala je za-
implementowa¢ w zwieztej postaci. DowiedzieliSmy sie, ze nie zawsze
rekurencyjna realizacja takich algorytméw jest efektywna. Czasem le-
piej po$wieci¢ troche czasu na refleksje i znalez¢ iteracyjng lub na-
wet prostsza wersje tego algorytmu. Wréémy na chwile do pierwszego
z opisanych probleméw wiez Hanoi. Z lektury wspomnianej ksiazki pt.
»Matematyka konkretna” dowiemy sie, ze otrzymane réwnania rekuren-
cyjne sprowadzaja sie do wzoru T, = 2" —1, gdzie n jest liczba krazkéw
w wiezy. To oznacza, ze nie potrzebna jest nawet petla do obliczenia
tej wartosci. Wystarczy funkcja obliczajaca warto$¢ tego wzoru, a wiec
dziatajagca w statym czasie.
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Podsumowanie

Podsumowanie

Okazuje sie jednak, ze nie powinnismy rezygnowa¢ z poznania techniki
rekurencji. Jej znajomo$¢ jest nieodzowna dla kazdego dobrego progra-
misty. Istnieja algorytmy, ktérych nie da sie wyrazi¢ prosto w postaci
iteracyjnej. Ewentualne préby pozbycia sie rekurencji z ich implemen-
tacji konczytby sie koniecznoscig bezposredniego stworzenia dla nich
stosu, np. w formie dynamicznej struktury danych, co jest dosy¢ cza-
sochtonnym zajeciem w poréwnaniu z zapisaniem funkcji w postaci re-
kurencyjnej. Niektére proste funkcje rekurencyjne moga zostal auto-
matycznie zastapione iteracyjnymi odpowiednikami przez kompilator,
co takze przemawia na korzy$¢ stosowania rekurencji. Ostatnim argu-
mentem za stosowaniem rekursji jest istnienie wydajnych algorytméw
rekurencyjnych, ktére najtatwiej zaimplementowaé w postaci funkgcji re-
kurencyjnych, a ich iteracyjne odpowiedniki sg bardziej skomplikowane
w zapisie i réwnie wydajne. Przyktadem takiego algorytmu jest algo-
rytm szybkiego sortowania (ang. QuickSort), ktéry poznamy na innym
wyktadzie.



Pytania
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